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ΦΥΛΛΑ∆ΙΟ ΑΣΚΗΣΕΩΝ – 1 

� Η έννοια του διανύσµατος

� Πρόσθεση και αφαίρεση διανυσµάτων

� Πολλαπλασιασµός αριθµού µε διάνυσµα

� Συντεταγµένες στο επίπεδο

� Εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων

Θέµα:  Τα διανύσµατα 
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Άσκηση  1

Σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις, να εκφράσετε το διάνυσµα x
�

ως συνάρτηση των υπόλοιπων διανυσµάτων του σχήµατος.   

i.  ii. 

iii.  iv. 

v. 

Άσκηση  2

Στο παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ του σχήµατος, να γράψετε τα διανύσµατα

,  ,  ,  ,  ,  ΑΓ Γ∆ ΓΒ ∆Β ∆Μ ΜΑ
���� ���� ���� ���� ���� �����

  συναρτήσει των α
��

 και β
��

.

∆ Γ 

Μ 

Α Β 
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Άσκηση  3

Να αποδείξετε διανυσµατικά, ότι τα µέσα των πλευρών ενός τυχαίου 

τετράπλευρου είναι κορυφές παραλληλογράµµου. 

Άσκηση  4

Έστω  ΑΒΓ ένα τρίγωνο, Μ το µέσο της πλευράς ΒΓ και ∆, Ε τα µέσα 

των τµηµάτων ΒΜ και ΜΓ αντιστοίχως. Να αποδειχθεί ότι: 

→→→→→

=+++ ΑΜ4ΑΓΑΕΑΔΑΒ . 

Άσκηση  5

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και Μ, Ν τα µέσα των ΒΓ και ΑΒ αντίστοιχα. 

Θεωρούµε τα σηµεία ∆ και Ε τέτοια ώστε ΜΔ  = ΑΜ  και ΝΕ  = ΓΝ . Να 

δείξετε ότι το Β είναι µέσο του ∆Ε. 

Άσκηση  6

∆ίνονται τα σηµεία Α, Β, Γ και ∆. Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε 

σηµείο Μ το διάνυσµα u
�

 = 5MA  + MB  - 2 ΓM  - 4 ΔM  είναι σταθερό 

(ανεξάρτητο του Μ). 

Άσκηση  7

Αν ισχύει ΑΒ  + ΑΓ  = BΔ  + ΔΓ , να αποδείξετε ότι τα σηµεία Α και ∆ 

ταυτίζονται. 

Άσκηση  8

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρεθεί σηµείο Κ του επιπέδου ώστε 

2AK  + 3ΒΚ  + 5ΓΚ  = 0
�

. 
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Άσκηση  9

Αν για τα σηµεία Α, Β, Μ, Ρ ισχύει 
→→→→

+=+ ΜΒΜΑΡΒΡΑ , να δείξετε ότι 

→

ΜΡ  = 
→

0 . 

Άσκηση  10

∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ και ένα τυχαίο σηµείο Ο του χώρου. 

Αν Κ είναι το κέντρο του παραλληλογράµµου, να δείξετε ότι 

ΟΑ+ΟΒ+ΟΓ+Ο∆ 4 ΟΚ= ⋅
���� ���� ���� ���� ����

. 

Άσκηση  11

Έστω ,  α β
�� ��

 δύο µη συγγραµµικά διανύσµατα. 

i. Αν 0x yα β⋅ + ⋅ =
�� �� �

µε ,  x y∈ℝ  , να αποδείξετε ότι 0x y= =

ii. Αν 1 1 2 2x y x yα β α β⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅
�� �� �� ��

  µε 1 2 1 2, , ,x x y y ∈ℝ  να αποδείξετε 

ότι 1 2 1 2και x x y y= =

iii. Να βρείτε τις τιµές του x∈ℝ  για τις οποίες τα διανύσµατα

( ) ( )1  και 2 3 2u x v xα β α β= − ⋅ + = + ⋅ − ⋅
� �� �� � �� ��

 είναι συγγραµµικά. 

Άσκηση  12

Αν ισχύει 2 0ΡΓ5ΡΒ3ΡΑ
�
=−+

→→→

, να αποδείξετε ότι τα σηµεία Α, Β, Γ είναι 

συνευθειακά.  

Άσκηση  13

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ένα σηµείο Μ, τέτοιο ώστε AM  = κΑΒ  + λΑΓ

µε κ + λ = 1. Να δειχθεί ότι το Μ ανήκει στην ευθεία ΒΓ. 
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Άσκηση  14

Έστω 
→

α , 
→

β , 
→

γ   τρία διανύσµατα µη συγγραµµικά ανά δυο. Αν ισχύουν
→

α

// 
→

β+
→

γ   και  
→

β  //
→

γ+
→

α , να αποδείξετε ότι
→

γ  // 
→

α +
→

β . 

Άσκηση  15

Αν Α∆, ΒΕ, ΓΖ διάµεσοι τριγώνου ΑΒΓ και *,  ,  κ λ µ∈ℝ  ώστε

0κ λ µ⋅ Α∆ + ⋅ΒΕ + ⋅ΓΖ =
���� ���� ���� �

 να αποδείξετε ότι κ λ µ= = .

Άσκηση  16

∆ίνονται τα συνεπίπεδα διανύσµατα , , α β γ
��� ��� �

 και τα

3 4 , 2 5 ,  ΟΓ 5 13 14α β γ α β γ α β γΟΑ = ⋅ + − ⋅ ΟΒ = ⋅ − ⋅ + = ⋅ + ⋅ − ⋅
���� �� �� �� ���� �� �� � ���� �� �� �

. Να 

αποδείξετε ότι τα σηµεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά. 

Άσκηση  17

Να βρείτε τις συντεταγµένες των σηµείων Κ και Λ που τριχοτοµούν το 

ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ, µε Α(3, –1) και Β(9, 7). 

Άσκηση  18

Αν τα σηµεία ∆(–1, 4), Ε(5, 4) και Ζ(2, –1) είναι τα µέσα των πλευρών 

ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ αντίστοιχα τριγώνου ΑΒΓ, να βρείτε τις συντεταγµένες των 

κορυφών του. 

Άσκηση  19

∆ίνεται το ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓ∆ µε βάσεις: ΑΒ και Γ∆. Αν Α(-1, 2), 

Β(2, 3) και Γ(5, 0), να βρεθεί η κορυφή ∆. 
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Άσκηση  20

∆ίνονται τα διανύσµατα ( )1,  1α =
��

, ( )3,  2β = −
��

και ( )0,  6γ =
�

. 

i. ∆είξτε ότι είναι ανά δυο µη συγγραµµικά.

ii. Γράψτε το γ
�

 ως γραµµικό συνδυασµό των α
��

 και β
��

. 

Άσκηση  21

Να βρείτε για ποιες τιµές του λ ∈ ℝ τα διανύσµατα α
�

 = 4λ i
�
 - 9 j
�

 και 

β
�

 = -4 i
�
 + λ j
�

 είναι: 

i. παράλληλα ii. οµόρροπα.

Άσκηση  22

Να βρείτε τις τιµές του µ ώστε τα σηµεία Α(-3, 1)  Β(µ, 3)  Γ(- 5, 1 - µ) 

να είναι κορυφές τριγώνου. 

Άσκηση  23

∆ίνονται τα σηµεία Α(3, 2), Β(7, - 4). Να βρεθεί σηµείο του χ'χ ώστε το 

τρίγωνο ΜΑΒ να είναι: 

i. ισοσκελές µε κορυφή το Μ

ii. ορθογώνιο στο Μ

Άσκηση  24

Να αναλύσετε το διάνυσµα ( )7,  6α =
��

κατά τις διευθύνσεις των 

διανυσµάτων ( )2,  1x =
�

 και ( )3,  4y =
��

. Ποιες είναι οι συνιστώσες αυτής 

της ανάλυσης; Μπορεί το διάνυσµα α
��

να γραφτεί ως γραµµικός 

συνδυασµός των διανυσµάτων x
�

 και 
1

1,  
2

ω  =  
 

��
 και γιατί; 
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Άσκηση  25

Να βρείτε τις τιµές των κ, λ ∈ ℝ, ώστε τα διανύσµατα

α
�

 = (κ
2
 + λ

2
, κ – λ)   και  β

�

 = (- 34, 2) να είναι αντίθετα. 

Άσκηση  26

Το σηµείο Α(4, 2) ανήκει σε κύκλο κέντρου Κ(3, 5). Να βρεθεί το 

αντιδιαµετρικό σηµείο του Α. 

Άσκηση  27

∆ίνεται το διάνυσµα 
→

α  = (λ
2
 – 1, λ

2
 – λ). Για ποια τιµή του λ είναι: 

i.
→

α = 
→

0  

ii.
→

α ≠  
→

0  και 
→

α  // x΄x. 

Άσκηση  28

Να βρείτε για ποιες τιµές του x τα διανύσµατα είναι µηδενικά 

i. α
�

 = (x
2
-4) i
�
 + (x

2
 + 2x) j

�

 

ii. β
�

 = x
2
( i
�
 + j
�

) – 3(x i
�
 + 3 j
�

) 

Άσκηση  29

∆ίνονται τα διανύσµατα α
�

 = (2, 2) και β
�

 = (1, - 3 ). 

i. Να βρείτε τη γωνία που σχηµατίζει καθένα από τα α
�

, β
�

 µε τον

x΄x.

ii. Να βρείτε τη γωνία (α
� ^
, β
�

). 
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Άσκηση  30

Να βρεθεί το µοναδιαίο διάνυσµα στην κατεύθυνση του α
�

 = (-3, 4). 

Άσκηση  31

Να βρείτε το διάνυσµα α
�

 για το οποίο α
�

 = (-4, |α| - 2) 

Άσκηση  32

Έστω 
→

α  = (1, 2), 
→

β  = (2, -1) και u
�

 = λ
→

α  + κ
→

β . Αν το u
�

 σχηµατίζει µε 

τον άξονα x’x γωνία 
4
π

 και έχει µέτρο 10, να βρείτε τις συντεταγµένες 

του διανύσµατος u
�

. 

Άσκηση  33

Έστω α
�

 = (2, -3), β
�

 = (5, 1) και γ
�

 = (4, 6). 

i) Να υπολογίσετε τα εσωτερικά γινόµενα α
�
β
�

 και β
�

γ
�

. 

ii) Να εξετάσετε αν ισχύει η ισότητα α
�

(β
�

γ
�

) = (α
�
β
�

)γ
�

Άσκηση  34

Έστω τα διανύσµατα α
�

, β
�

 µε |α
�

| = 1, |β
�

| = 2,  (α
� ^
, β
�

) = 60
ο
 και το 

τρίγωνο ΑΒΓ µε AB = α
�

 - β
�

, ΒΓ  = 3α
�

 + β
�

. Να βρείτε το µήκος της 

διαµέσου ΑΜ του τριγώνου ΑΒΓ. 

Άσκηση  35

Να βρείτε τις τιµές του λ ∈ ℝ ώστε η γωνία των διανυσµάτων

)3,1λ3(α +=
→

 και 
→
β  = (4-λ,10) είναι 

2

π
. 
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Άσκηση  36

Αν Α(1,1) και Β(4,2) να βρείτε ένα σηµείο Μ ∈ x΄x έτσι ώστε το τρίγωνο

ΑΜΒ να είναι ορθογώνιο στο Μ. 

Άσκηση  37

Έστω α
��

 και β
��

 δύο διανύσµατα του χώρου. Να αποδείξετε ότι ισχύει η 

ισοδυναµία:   α β α β α β⊥ ⇔ + = −
�� �� �� �� �� ��

 

Ποια είναι η γεωµετρική ερµηνεία αυτής της πρότασης; 

Άσκηση  38

∆ίνονται τα διανύσµατα α
��

, β
��

 µε 3α =
��

, 1β =
��

 και η γωνία 

( )�
ˆ ,  

6

π
ω α β= =

��
. Να βρείτε το µέτρο του διανύσµατος α β−

�� �
. 

Άσκηση  39

Αν α
��

, β
��

είναι δυο διανύσµατα τέτοια ώστε 2α =
��

, 3β =
��

, 

( )� 2
,  

3

π
α β =
��

και 3 2γ α β= +
� �� �

, να υπολογίσετε τη γωνία ( )�ˆ ,  ω γ α=
���

. 

Άσκηση  40

Αν |β
�

| = 2|α
�

| = 2  και (α
� ^
, β
�

) = 
2
π

, να υπολογίσετε το µέτρο του

διανύσµατος ν
�

 = (α
�
⋅β
�

)β
�

  + 2α
�

 - 3β
�

.
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Άσκηση  41

Αν είναι α
�

 ⊥ (β
�

+ γ
�

) και γ
�

 ⊥ (α
�

 - β
�

), να αποδείξετε ότι β
�

 ⊥ (α
�

+ γ
�

).

Άσκηση  42

Αν α
��
⊥β
��

, ( ) ( )3 3α β α β+ ⊥ −
�� ��� �

και 2α β− =
�� �

, να υπολογίσετε τα 

,α β
�� �

. 

Άσκηση  43

Αν για τα µοναδιαία διανύσµατα α
�

, β
�

, 
→

γ  ισχύει α
�

+ β
�

 - 
→→

= 0γ3  να 

βρείτε τις γωνίες )β,α(
→

∧
→

και )γ,α(
→

∧
→

. 

Άσκηση  44

Αν για τα µη µηδενικά διανύσµατα α
�

, β
�

, γ
�

 ισχύει α
�

 + β
�

 + γ
�

 = 0
�

 και 

|α
�

| = 
2
|β|
�

 = 
3
|γ|
�

, ν΄ αποδείξετε ότι: 

i) β
�

 = 2α
�

ii) β
�

 ↑↓ γ
�

Άσκηση  45

Να υπολογίσετε τα µήκη των διαγωνίων ενός παραλληλογράµµου που 

κατασκευάζεται µε τα διανύσµατα  

3α
�

 + 2β
�

 και α
�

 - β
�

, αν |α
�

| = 1, |β
�

| = 2  και (α
� ^
, β
�

) = 135
ο
. 
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Άσκηση  46

∆ίνονται τα διανύσµατα α
��

, β
��

, γ
�

 µε 2α =
��

, 3β =
��

, 1γ =
�

 και 

2 3 0α β γ− + =
�� �� �

. Να υπολογίσετε τον αριθµό α β β γ γ α⋅ + ⋅ + ⋅
�� � � ��� �

. 

Άσκηση  47

∆ίνονται τα διανύσµατα α
��

, β
��

, γ
�

 µε 1α β γ= = =
�� �� �

 και 0α β γ+ + =
�� �� �

. 

Να υπολογίσετε τις γωνίες ( )�
,  α β
��

, ( )�
,  β γ
� �

 και ( )�,  γ α
���

. 

Άσκηση  48

∆ίνονται τα διανύσµατα α
��

 και β
��

τέτοια ώστε  2α =
��

, 3β =
��

 και 

3 2 6 3α β+ =
�� �

. Να βρείτε  τη γωνία τους. 

Άσκηση  49

Αν για τα διανύσµατα α
�

, β
�

 ισχύουν  (α
� ^
, β
�

) = 
3
π2

,

(α
�

-2β
�

)⊥(α
�

+2β
�

) και |α
�

-3β
�

|=19 19  να υπολογίσετε τα µέτρα των α
�

, β
�

.

Άσκηση  50

Έστω τα διανύσµατα α
�

, β
�

 µε |α
�

| = 2|β
�

| και (α
� ^

, β
�

) = 120
ο
. 

i) Να αποδείξετε ότι: α
�

 - 3β
�

 ≠ 
→

0 .

ii) Να βρείτε διάνυσµα x
�

 ώστε: x
�

 // (α
�

 - 3β
�

) και α
�

 ⊥ (β
�

 - x
�

).
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Άσκηση  51

i) Να αποδείξετε ότι:  προβ
β
� α
�

 =
2|β|

β)βα(
�

���
⋅⋅

. 

ii) Αν α
�

 = (2, 3) και β
�

 = (-1, 4), να βρείτε την προβολή του α
�

πάνω στο β
�

. 

iii) Αν |α
�

| = 1, |β
�

| = 2 και (α
� ^
, β
�

) = 60
0
, να βρείτε την προβολή 

του διανύσµατος ν
�

 = 2α
�

 - β
�

 πάνω στο διάνυσµα α
�

.

Άσκηση  52

∆ίνονται τα διανύσµατα α
��

=(-4, 11) , β
��

=(1, -2) και ( 2,  5)γ = −
�

.Να 

αναλύσετε το διάνυσµα α
��

 σε δυο συνιστώσες από τις οποίες η µία είναι 

παράλληλη στο β
�

 και η άλλη κάθετη στο γ
�

. 

Άσκηση  53

Ένα διάνυσµα γ
�

, µε | γ
�

| = 10 5 , αναλύθηκε σε δύο κάθετες µεταξύ τους 

συνιστώσες α
�

 = (-6, 12) και β
�

. Να βρείτε τα β
�

 και γ
�

. 

Άσκηση  54

∆ίνονται τα διανύσµατα )1,1(α −=
→

, )2,1(β =
→

. Να βρείτε: 

i.
→→

⋅ βα

ii. την προβολή του 
→

α  στο 
→

β

iii. Αν
→→

= αΟΑ , 
→→

= βΟΒ να βρείτε το 
→

ΑΓ  όπου ΑΓ το ύψος του 

τριγώνου ΟΑΒ. 
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Άσκηση  55

Για τα ύψη Β∆ και ΓΕ τριγώνου ΑΒΓ, να 

αποδείξετε ότι ισχύει: 

AB·AE  = ΑΓ · ΔA

Άσκηση  56

Έστω Α, Β δύο σταθερά σηµεία µε ΑΒ = 3. Να βρείτε το σύνολο των 

σηµείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει: AM ⋅ AB = 9.

Άσκηση  57

Έστω τα σηµεία Α, Β µε (ΑΒ) = 2. Να βρείτε το γεωµετρικό τόπο των 

σηµείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει:  

AM⋅(AM - 2AB) = 5.

Άσκηση  58

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και Α∆ διάµεσός του. Να βρείτε το γεωµετρικό τόπο 

των σηµείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει: 

AM2
 = 2 ΔA  ⋅ AM - AB ⋅ ΑΓ

Άσκηση  59

Θεωρούµε τα σταθερά σηµεία Α, Β µε ΑΒ = 5. Ένα σηµείο Μ 

µεταβάλλεται, έτσι ώστε να ισχύει AM AB = 15. Έστω Γ η προβολή του 

Μ στην ΑΒ. 

α) Να αποδείξετε ότι το Μ είναι ένα σταθερό σηµείο µεταξύ των 

ΑΒ. 

Α 

Ε 
∆ 

Β Γ 
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β) Ποιος είναι ο γεωµετρικός τόπος του σηµείου Μ; 




